1 Trigonometricne neenakosti v trikotniku

V Hoshimo [1] zasledimo obravnavo prvih 7 neenakosti kot ’sedem svetovnih
¢udes’. ’Cudesa’ so trigonometri¢ne neenacbe, ki veljajo v trikotniku ABC
z notranjimi koti «, 3 in <. Ve¢ino izmed njih dokazemo s pomocjo analize
izbocenosti kotnih funkcij. V ta namen uporabimo Jensenovo neenakost, poleg
ze neenakosti za konveksne,

f(x1) + f(z2) + f(23) >f<331 +$2+$3)
3 - 3 ’

Se za konkavne funkcije:

f(z1) + fz2) + f(xs) < <:c1 + +x3) .

3 3

Neenakost 1

3V3

sina 4 sin B + siny < -

Dokaz 1 Ker je sinz konkavna na intervalu [0, 7] velja

sina +sin 3 +siny | (a—&—ﬁ—l—v
3 e G
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) — sin(n/3) =

Neenakost 2
csca + esc f 4 cscy > 2v/3

Dokaz 2 Funkcija cscx je konveksna na (0,7) zato po Jansenovi neenakosti
sledi

a+ B+

csca + csc B+ cscy > 3esc| ] = 3csc(m/3) = 2V/3. O

Neenakost 3 5
1 < cosa+cosfB+cosy < 5

Dokaz 3 Ker je cosz konkavna na (0,7/2), lahko Jansenovo neenakost upo-
rabimo le za ostrokoti trikotnik. Tedaj velja

3
cosa + cos 8+ cosy < 3cos[(a+ B+ 7)/3] = 3cos(n/3) = 7 O

Ce trikotnik ni ostrokoten, velja Q = max {a, 3,7} > 7/2. Preoblikujemo

cosa +cosff+cosy = 2cosa;5cosag/6 + (172sjn2 %) =
= 2COSa;6<cosa;6—cosa;6>+1:
= 4cosa+ﬂsingsin£+1:
2 2
= 1+4sin%sin§sin%.



Neenakost 4

V3

ctga - ctgl - ctgy < 9

Dokaz 4 Ce predpostavimo, da eden izmed kotov, recimo «, ni oster. Potem
je ctga < 0. Preostala dva kota sta ostra, zato neenakost ocitno velja. Ce
trikotnik ni topokoten, velja Jansenova neenakost za tangens, saj je to konveksna
funkcija na [0, 7/2]:

tgor + tgl + tgy > 3tgl(a + B +)/3] = 3V3.

Ker velja tga - tgf - tgy = tga + tgB + tgy (1), sledi
tgo - tgl - tgy > 3tg((a+B+17)/3) =3V3 =
7 upostevanjem obratne vrednosti sledi neenakost 4. O

Neenakost 5
ctgar + ctgB + ctgy > V3

Dokaz 5 Velja
cosa  cosa
ctga + ctglf =

sina  sinf

sin 3 cos a + cos 3 sin «

sin acsin 8
_ sin(a + 3)
~ sinasing’
Upostevamo
cos(aw — 3) = cosacos f +sinasinf <1
—cos(a+ ) = —cosacos B+ sinasin 3 = cos 7.

Sestejemo in dobimo
2sinasin 8 < 14 cosvy

2sinasin Gsin(a + £) < (1 + cosy) sin(a + )
2sinasin Bsiny < (1 4 cos+y) sin(a + )

2sin asin G siny < (1 + cosy)sin(a + )
sinasin 3(1 4 cosy) ~ sinasin5(1 + cosvy)
2siny < sin(a + 3)
1+cosy ~ sinasing’

tga + tgB + tgy — tgatgBtey
1 — tgatgB — tgBtgy — tgatgy

0= tg(r) = tela+ 5 +7) =



Sledi in( 8
sm(o +
sin o sin 8 +etgy
2sin~y 4 cosy
T+ cosy ' siny

4sin” v 4 2cos? v + 2cosy

(14 cos~y)siny

35in2'y+cos27—|—2cosy+1)

ctga + ctgl + ctgy

Y

|
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(1 + cos~y)sin~y
3sin®y + (cosy + 1)2>

(1+ cos~y)siny

SSln'y cos*y—&—l)
cosy +1 sin

3siny cosy+1
cosy+1 sinvy

Torej je ctga + ctgf + ctgy = /3. (I

(aritmeticéno-geometrijska neenakost) >

I
P

Neenakost 6 9
sin? a + sin? § 4 sin® v < 1

Dokaz 6 Zaradi enakosti sinusa suplementarnih kotov velja
sin® o 4 sin? B + sin? vy = sin? o + sin? B + sin?(a + 3).

Od tod sledi
sin? o 4 sin® 3 + sin® a cos? 5 + 2sin asin 3 cos a cos 3 + cos? asin® 3
= sin? a +sin? B + (1 — cos? a) cos? B + 2sin asin B cos o cos B + cos? a(1 — cos? 3)
= sin? & + sin? B + cos? 3 — cos? a cos? 3 4 2sin asin 5 cos a cos B + cos? o — cos? a cos? 3
=2 — 2cos? acos? B+ 2sin asin B cos a cos B
=2 —2cosacos f(cosacos  — sina + sin 3)
=2 —2cosacosfcos(a+ ()
=2+ 2cosacos 3 cosy

3
Zaradi (neenakosti 3) velja w < 1. Sledi (w) <i
Zaradi geomerijsko-aritmeti¢ne neenakosti velja
3
< < . 1
cos a.cos Bcosy < (cosa teosf+ COb,Y) < —.
3 8
Torej je
N S SV _9
sin® o + sin” 8 + sin“y = 2 + 2 cos a cos B cosy < 2—|—2(8) =7
O

Neenakost 7
ctg®o + ctg?f + ctgy > 1

Dokaz 7 Zaradi aritmeti¢no-geometrijske neenakosti je

ctg®a + ctg?f > 2ctga - ctgf.



Analogno sklepamo za ostala dva para. Ce vse tri neenakosti sestejemo in jih
delimo z 2, dobimo
ctg?a + ctg?B + ctg?y > ctgB - ctga + ctgf - ctgy + ctgy - ctga
= ctga - ctgf — ctgf - ctg(a + B) — ctg(a + B)ctga
= ctga - ctgf — ctg(a + B)(ctgf + ctga)

ctga - ctgB —1
= ctga - ctgfl — ﬁ(ctgﬂ + ctga)
=1.
Torej je ctg?a + ctg?3 + ctg?y > 1. O

Neenakost 8

3V/3

sin asin Bsiny < 5
Dokaz 8 Zaradi aritmeti¢no-geometrijske neenakosti in neenakosti 1 velja

Vsinasin Gsiny < Slnoz+811§ﬂ+smfy < ?

Potenciramo in odpravimo koren:

3
sinasin B siny < (?) =3 (1)

O

Neenakost 9

8V3

cscacsc Fescy > 5

Dokaz 9 Po definiciji je cscz = <1—. Po (1) sledi

sin x

1 (3\/§>_1 83

cscacseBesecy = > —_— O
Pescy sinasin Bsiny — 8 9

Neenakost 10
sec’ a +sec’ B +sec’y > 3

Dokaz 10 Ker je |cosz| < 1, velja |secz| = |ﬁ| > 1,za vsak kot x. Sledi
sec? o + sec? B+ sec? v > 3.

Enacaj ni mozen. V primeru enacaja bi veljalo a = 8 = v = 0°.
Zato velja
sec? o+ sec® B + sec? vy > 3. O

Neenakost 11
csc? a4 csc? B+ csc?y > 4

Dokaz 11 Velja zveza csc?a = — 12 = 1+ ctg?a. Analogno velja za kota

sin
[ in . Sestejemo vse tri enakosti in dobimo:
csc? a+csc? B+ esc? vy =1 + ctg?a + 1 4 ctg?f + 1 + ctg?y.
Po neenakosti 7 dobimo

csc? a + csc? 8+ csc? v > 4. O



Neenakost 12

3
1<sin%+sin§+sin%§§
Dokaz 12 Izhajamo iz enakosti
T—a Tw—f w—r
= . 2
2 2 T3 T @

Po neenakosti 3 sledi

T™T— T—0 ™= 3
i - — )<z
1<cos( 5 >+cos( > )+cos( > ) 5

Upostevamo sinz = cos(mw/2 — x), od tu sledi

3
1<sin%+sin§+sin%§§. 0
Neenakost 13 v
3V3
cos%—l—cosg—i—cos% < 5

Dokaz 13 Tudi tu podobno kot v prejsnjem primeru uporabimo enakost (2).
Po neenakosti 1 sledi

L (T =« . (Tm—0 L (Tm—=7 3v3
sm( 5 >+Sln<)+51n<2) ST

2
3v3
cosg—kcosg—kcos%_T\[. O
Neenakost 14 5
o ol
tg— +tg— +tg— > V3
gy +teh +tgy > V3

Dokaz 14 Po (2), neenakosti 5 in zvezi ctg(n/2 — z) = tgx je

ctg <7r2a) + ctg <7r26> + ctg (727) > V3
tg% + ctgg + ctg% >3 O

Neenakost 15

6%
ctg + Ctgg + Ctgg >3V3

Dokaz 15 Po (2) je 5% + ™52 4 T3 = 7. Vsak izmed sumandov na levi
strani je oster kot v trikotniku, tangens je konveksna funkcija na [0,7/2), zato
po Jansenovi neenakosti velja

tg(%5%) + tg("52) + te (%) e+ m
> — ) =
3 = te 3 & ( ) V3

Ker velja ctgz = tg(n/2 — z) sledi

ctg% + ctgg + ctg% > 3V/3. a



Neenakost 16
B 0

csc%+csc§ +CSC§ >6

Dokaz 16 Funkcija cscz je konveksna na (0,7/2],zato je f(x) = csc(x/2)
konveksna na intervalu [0, 7]. Za f zapiSemo Jansenovo neenakost in dobimo:

csc(a/2) +csc(36/2) + cse(v/2) > esc (a/2 +,6’3{2 +fy/2) _ Sin(;/& _5
Sledi 3
csc (5) + csc (2> + csc (%) > 6. ]

Neenakost 17

sec%—&—secg—l—secgz%/g

Dokaz 17 S podobnim razmislekom kot prej je funkcija sec(z/2) konveksna na
[0, 7]. Sledi

sec(a/2) + sec(5/2) + sec(v/2) >Sec<a/2+ﬁ/2+v/2> 1 2

3 3 - cos(7/6) - V3

Sledi

sec%—i—secg—i—sec%Z%/g. O
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